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Reprezentace obrazovych dat (2D signalu)

Obraz (obrazova data) Ize reprezentovat jako spoijité rozloZeni jasu (intenzity, optické hustoty) v roviné. Rozlozeni
hodnot jasu je definovano obrazovou funkci:

f (X1 y) pro staticky obraz,
f (X1 y’ t) pro dynamicky obraz (proménny v ¢ase).

Kde f je realnd, spojita (nebo po €astech spojita) funkce s realnymi argumenty,(kde x,y definuji bod v roviné a t
predstavuje hodnotu v ¢ase).

Pro dalSim zpracovani je obraz prakticky vzdy diskretizovan v €ase a Ize si ho tedy predstavit jako nespojitou
sekvenci obrazovych funkci f(x,y).

Definiéni obor D hodnot obrazové funkce:

Xe (Xmin’xmax)’ yE (ymin’ymax).

Obor hodnot H obrazové funkce:

O<f(xy)sf .
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Definovana obrazova funkce je schopna reprezentovat pouze Sedotonovy (monochromaticky) obraz (obraz
S proménnou intenzitou jedné barvy).

Barevny obraz Ize definovat jako soubor nékolika obrazovych funkci:

fe (X, y); fo (X Y); T (X, y).

Kde jednotlivé funkce reprezentu;ji intenzitu jasu pro danou barevnou slozku ve zvoleném barevném modelu (RGB,
CMY apod.).

Pozn.:
V pripadé, Ze definiéni obor hodnot obrazové funkce je definovan jako diskrétni s pouze dvéma moznymi
hodnotami, hovofime o tzv. binarnim obrazu.
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Reprezentace dvourozm érneho (2D) systému
Dvourozmeérny systém lze chapat jako zobrazeni o :
2 2
R —> R
signalu f(x,y) na signal g(x,y):

g(x,y)=c{f(x,y)}

Definiéni obor hodnot systému (zobrazeni o0):

{f.(x,y), T,(x¥),.... (X V)}

Obor hodnot systému:

{9.(%,¥),9,(X, ¥)er, 9, (X, YD}

Linearni systém je ten, pro ktery plati princip superpozice, ktery Ize pro 2D systém ¢ zapsat jako:

1Y af, 6y =Y aolf 6y}

a,  multiplikativni konstanta
f.)  vstupni 2D signal (obrazova funkce)
o  zobrazeni (dvourozmérny systém)
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2D Diracova funkce, rozptylova funkce (PSF)

2D Diracova funkce 0 je zobecnénim jednorozmérného pfipadu této funkce do vice rozmérl. Pro dvourozmérny
pfipad je definovana takto:

a)
o ,pro (Xx=0Ay=0)

o (x,y) =

0, jindy

b)

T Té(x, y)dxdy =1

—00—00
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Zakladni vlastnosti & funkce:

1. Translace (posunuti o é,n)

6(X-=&,y-n7)

2. Filtraéni schopnost

J [ Teys(x=¢&,y-maxdy = (n)

X=—0o0 y:—CD

3. ,Jedni¢kova“ podoba ve 2D frekvenéni roviné (u,v)

2

U=—o0 V=—00

(X y)= 41 j 1-e! ™™ dudv
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Predpokladejme tvar obrazové funkce:

fouy)= [ [FE&ms(x=¢ y—n)d&dry

f:-oo n=—0

Za pifedpokladu linearity zobrazeni o Ize psat:

g(x,y)=o{f (xy)},

...po dosazeni...

g(x.¥)= | [ f(&m)-ols(x-¢.y-midedn

—00—00
zavedeme substituci pro h a nazveme ji rozptylovou funkci (PSF):

h(x,y,&,m) =c{0(x=&,y-n)}.

PSF (point spread function) pfedstavuje impulsni charakteristiku 2D systému o a je analogii impulsni
charakteristiky u jednorozmérnych systému, kde slouzi identifikaci systému.
Odezvu systému pfi znalosti jeho PSF na obraz f |ze zapsat superpozi énim integralem :

o0 0O

g(x, )= [ | £(&m)-h(x y,&.m)dédn

— 00—
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P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

Ze superpoziéniho integrélu Ize vysledovat vyznam soufadnic u PSF (ij. funkce h). Dvojici soufadnic (x,y) lze
chapat jako polohu vysledku a dvojici souradnic ¢,n jako polohu (jednoho z mnoha) pFispévku k vysledku.
Pokud mé systém v kazdém bodé obrazu g identickou odezvu na identicky obraz f hovofime o izoplanarnim
systému (tj. o systému s polohové nezavislou impulsni charakteristikou na vstupni obraz bodu).

U takovéto PSF jiz neni tfeba specifikovat informaci o poloze vysledku a jeji definice se zméni takto:

h(X’ y,f,ﬂ) => h(X—é:, y—77)

Odezvu systému na vstupni obraz f je mozné vyjadfit jako konvolu €ni integral :

g(x )= [ | £(&m)-h(x=&,y-ndady

—00—00
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Podminky digitalizace 2D obrazoveé funkce

Digitalizace spociva ve vzorkovani obrazové funkce do matice o rozmérech MxN a ve kvantovani spojité jasové
arovné kazdého vzorku do jednoho z K intervalt, ¢imz nabyva obrazova funkce pouze koneé¢ného mnoZzstvi hodnot
(vyjadreny nejc¢astéji pomoci celych gisel).

Cim vétsi rozliSeni (tj. MxN) a vét3i poget kvantovacich trovni (tj. K), tim lépe je pavodni spojity obraz
aproximovan.

Interval vzorkovani

Definovan Shannonovym teorémem zobecnénym pro vicerozmérne signaly. Fyzikalni interpretace: Interval
vzorkovani je nutné volit tak, aby byl vzdy mensi (nebo roven) poloviné rozméru nejmensSich detaill v obraze.
Matematicka interpretace: Vzorkovani funkce v prostorové (signalové) doméné predstavuje periodizaci spektra
puvodni (nevzorkované) funkce v kmitoctové doméné. Vzdalenost jednotlivych period je uréena vzorkovaci
frekvenci, proto je nutné zajistit, aby se jednotlivé opakujici se frekvenéni spektra v kmito¢tové doméné navzajem
nepiekryvaly. Vzorkovaci frekvence proto musi byt alespor dvakrat vy3si, nez je nejvyssi prostorova frekvence
puvodni (nevzorkované) obrazové funkce.

Volba vzorkovaci m Fizky

Vybér plosného usporadani bodu pfi vzorkovani. Vyhodné je vyuzit pravidelnou mrizku. Existuji pouze ftfi
pravidelné mnohouhelniky, jejichz sit’ iplné pokryva rovinu.

A B B8
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Kvantovani hodnot obrazové funkce
Pro digitalni zpracovani se nej¢astéji vyuziva kvantovani do K stejné velkych interval(. V pfipadé pocitacového
zpracovani obrazu je pocet intervall dan druhou mocninou tedy:

K=2"

Kde b je pocet bitl, do kterych je hodnota kvantovana (nej¢astéji 8). Pfi malém poctu kvantovacich hodnot dochazi
v obraze ke vzniku ruSivych artefaktl. Tento jev je pro lidské oko patrny, pokud je pocet kvantovacich Urovni
v monochromatickém obraze menSi nez cca. 64, proto je nékdy vhodné&jsi vyuzivat nelinearni kvantovani (tj.

kvantovani s proménnou délkou intervalu).

-11/28 -



P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

Mozné reprezentace diskrétniho obrazu jako 1D, 2D sig  nalu

Diskretizaci obrazu ziskavame soubor dat, ktery lze interpretovat jako 2D strukturu (matici):

T:[fij]:

foo o fO(M—l)

f(N—l)O .. f(N—l)(M—l) .

nebo jako 1D strukturu (vektor po sloupcich):
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Pfevod mezi obéma formami (pomoci maticového poctu), (pokud M=N):
N-1_— ——

— = — = —T — —T
f= Mn'(f'vn) f:ZMn '(f°vn )
n=0 n=0
Kde M a v jsou pomocné matice a vektory.
0| O 0] 0
L L
o 0
M,=[1] n v,=[1| n
0 0
L L
0|N-1 0|N-1

Celkova velikost matice M je (NxN?). Velikost vektoru v je (N).
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Superpoziéni integral pro diskrétni systéemy

-1M-1
a(k,1) = £(,1)-h(, 1. k,1)
=0 j=
Pozn.
f(i,)) - Vstupni hodnota
a(k,l) - Vystupni hodnota

h(i,j,k,!) - PSF v maticoveé podobé (i,j adresa prispévku), (k,| adresa cile - vystupu)

Superpozi¢ni integral v maticové podobé:

1 MxN 1

] [ o] BT [
W [H o] [e] o[ e

EIRISNERAL

K vypoétu vystupniho obrazu g je zapotrebi (MxN)? operaci typu nasobeni a (MxN-1)x(MxN) operaci séitani. Pro
&tvercové obrazy o velikosti N je to N* nasobeni a (N*-1)xN? séitan.
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Casto matice H predstavuje pouze operaci s fadky nebo jen se sloupci, potom klesne poé&et operaci na N*

nasobeni a (N-1)xN? sé&itani.

Tvar matice H pfi sloupcovych operacich.

o| | o o °
o |o o o 0 o | e

/ 1. sloupec
/ 2. sloupec

Tvar matice H pfi radkovych operacich.

- / 1. sloupec
/ 2. sloupec

Pokud tedy dokaZzeme matici H rozdélit na dvé matice, kde kazda z nich pfedstavuje pouze sloupcoveé resp.
radkové operace, dokazali jsme sniZit vypo&etni naroénost u nasobeni z N* na 2N® | Systémy majici tyto vlastnosti

nazyvame obecné separabilni .

- 15/28 -
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Konvolu ¢€ni integral pro diskrétni systemy
Pokud je systém izoplanarni (tj. jeho PSF je ve vSech bodech obrazu identicka) je mozné pfejit ze superpoziéniho
integralu na konvoluéni integral zavedenim substituce.

h(, j,k,1)=>h(i -k, j—1)

Vysledny tvar pro odezvu izoplanarniho diskrétniho systému pro PSF (h) Ize konvoluénim integralem zapsat jako:

-1M-1

g(k,)=2_> (i, j)-hi-k,j-1)

i=0 j=0

Pokud je navic velikost PSF menSi nez velikost obrazu Ize oznacit PSF jako lokalni a vypoc&et odezvy realizovat
pomoci klouzavé masky o velikosti X,Y. JelikoZ jsou rozméry lokalni PSF (tj. X,Y) vZdy vyrazné mensi nez rozméry
obrazu (tj. M,N), dochazi k vyrazné uspofe vypocetniho vykonu.

a(k,l) = iif(kHHJ) h(i, J)

X
2
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P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat
Pokud je navic lokalni PSF systému separabilni je mozné naro€nost vypoctu odezvy systému (ij. vypocet
vystupniho obrazu) dale snizit rozdéleni PSF na sloupcovou a fadkovou ¢ast.
X
2

g,(k,1)= > f(k(I+j)-h(j)

N | X

Y

o(k,1) = igs(kﬂ,l)-mi)

Priklad separabilniho filtru:

4 6 4 1
16 24 16 4
24 36 24 6
16 24 16 4
4 6 4 1

hxh,

., h=[1 46 41

Hhth'Hhmhl—\
|

PrFi pouziti vypoctu konvoluce s matici h, bude vypocetni naro€nost 25 nasobeni a 24 s¢itani (pro kazdy pixel
vystupniho obrazu). Pfi pouziti matic hs a h,, klesne vypocetni naro€¢nost na 10 nasobeni a 8 souctu (pro kazdy
pixel vystupniho obrazu).
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Linearni filtrace obrazu v signalové oblasti

Vyhlazovani Sumu v obrazu

vvvvv

predlohy (scény), liSici se pravé jen Sumem. V tomto pfipadé provedeme priamérovani hodnot pixelu o stejnych
souradnicich pres vice obraz(.

Pokud ale mame k dispozici jen jediny obraz scény, nezbyva nez prfedpokladat, ze hodnoty okolnich pixel(l

v obraze se lisi hlavné diky Sumu. Proto je mozné provést primérovani pfes okolni pixely (pomoci konvoluéni
masky). Tento pfedpoklad samozifejmé neni mozné splnit v celém obraze (pokud obraz neobsahuje jen jednu
hodnotu jasové arovné). Vyhlazeni Sumu pfes jeden obraz tedy povede k degradaci obrazu majici charakter
,fozmazani“, tj. zvyraznéni nizSich prostorovych frekvenci obrazu.

Realizace diskrétniho operatoru pro pr  tmérovani

Obyc¢ejné primeérovani, kde nova hodnota kazdého pixelu je uréena jako pramér z hodnot pixell v okoli 3x3 Ize
provést pomoci konvoluéni masky:

1/9 1/9 1/9
h={1/9 1/9 1/9|=
1/9 1/9 1/9

Ok

111
111
111
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Priklad filtrace obrazu s Sumem pomoci masek 3x3 a 5x5.

DalSi varianty priimérovacich masek upravuji vahu nékterych bod masky:

e Jr2e
h=2r1 2 1) h=2g2 4 2
111 121

Maska hs je typickym pfikladem separabilniho filtru, protoZe je mozné ji rozlozit na dva 1D filtry:

h,=[1 2 1]
1
h=|2|,
1

1
g:E°(hBr *(has* f))

Pozn.: symbol *' pfedstavuje operator konvoluce.
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Detekce hran v obraze

Kazda hrana v obraze pfedstavuje jasovou nespojitost v obrazové funkci. Z teorie signalu je znamo, ze velké
skokove zmény predstavuji mista s vyskytem vysokych prostorovych frekvenci. Jakékoli filtry zvyrazaujici hrany

v obraze tedy musi zvyraziovat vysoke frekvence.

Oblast vysokych prostorovych frekvenci prfedstavuje kromé informaci o hranach v obraze i1 Sum, proto pfi jakékoliv
operaci zvyraziujici hrany dojde i k zvyraznéni Sumu v obraze.

Gradient jasové funkce

K ur€eni velikosti a sméru zmény hodnoty jasoveé funkce se vyuziva operace gradientu V. Matematicky ji Ize
vyjadfrit jako funkci obsahuijici prvni parcialni derivace obrazové funkce dle jednotlivych proménnych. Vysledek
operace gradientu V je vektorova veli¢ina majici absolutni hodnotu (udavajici velikost zmény jasoveé funkce) a smér
(udavajici smér nejvétsi zmény jasove funkce).

Vf(x,y):afg;’y)i'+af(a);y)i

ety Y (o xy))
S CCOR )

o- arg( of (x,y) of (x, y)]

OX oy
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P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

Parcialni derivace obrazoveé funkce jsou v diskrétnich obrazech nahrazeny diferencemi.

n)

GUC) I
OX X i, j i,j i—

of (x,y)
Tszfi,J =T = T

wz% fi,=Af cosa+A f sna
a

Kde konstanta n je nej¢astéji stanovena na hodnotu 1 nebo 2.

V praxi je samotny vypocet absolutni hodnoty gradientu pro zjednoduSeni nahrazovan:
VEGL ) = A+ A F L
Ay

y

VE (i, )] » max(A, f

]
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Realizace diskrétniho operatoru gradientu obrazové

- -1
AT 1} 0
- 1
A f -1 1] -1 0 1]
0 _1 0 0 -1
A45fij.:{ } 00 O
10
100

funkce

P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

Priklad filtrace operatorem diference prvni fadu ve sméru x, y a operatoru abs( grad(f) ):
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P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

DalSi konvolu €éni masky aproximujici prvni derivaci obrazové funkc e

Robertsllv operator:

h:{l 0} e 0 1]
0 -1 -1 0
Operator Prewittové:
1 1 1 0O 1 1 -1 01
h={0 O O} h=|-1 0 1| h=|-1 0 1|,...
-1 -1 -1 -1 -1 0 -1 01
Sobeluv operator:
1 2 1 0O 1 2 -1 0 1
h={0 O 0}, h=|-1 0 1] h=|-2 0 2|
-1 -2 -1 -2 -10 -1 0 1
Robinsonlv operator:
1 1 1 1 1 1 -1 1 1
h=1 -2 1] h={-1 -2 1], h=|-1 -2 1],
-1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1
Kirschlv operator:
3 3 3 3 3 3 -5 3 3
h= 3 O 3], h=-5 0 3| h=|-5 0 3|,
-5 -5 -5 -5 -5 3 -5 3 3
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P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

Laplace tv operator jasové funkce

Pro detekci hrany v obraze je vyhodnéjSi vyuzit operator aproximujici druhou derivaci obrazové funkci, ktery je
roven nule v oblasti inflexniho bodu kazdé hrany. Detekce prichodu nulou v obraze je vzdy vypocetné vyhodnéjsi
nez hledani lokalniho maxima majici vzdy jinou velikost.

Pro tento Ggel Ize vyuZit Laplacetv operator V* (tzv. Laplacian) obsahuijici druhé parcialni derivace:

0% f (X, o f (X,
vi(y) = 50 s a(yz 9
o7 f (X, y)
TzAzxfi,j :Axfi+l,j _Axfi,j = fi+1,j + fi—l,j _Zfi,j
07 f (X, Y)

Vysledny Laplaceuv operator pro diskrétni obraz:

N =N+ A

X i, y i,
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Realizace diskrétniho Laplaceova operatoru obrazové funkce

1
AT -2,
1
Nf L -2 1]
0 1 0 1 0 1 1 1 1
AT 1 -41 , |0 -40f , |1 -81
0 1 0 1 0 1 1 1 1

Priklad aplikace Laplaceova operatoru:
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P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

Operace ost feni obrazu

Ostreni obrazu predstavuje zvyraznéni hran v obraze. K operaci ostfeni Ize vyuzit nékterého z operatoru
aproximujici derivaci obrazové funkce.

S vyhodou se vyuZiva zosttujici t¢inek Laplaceova operatoru V2. Pfi pouziti vztahu:

g(x.y) = f(xy)-V*f(xy).

Priklad aplikace ostfeni obrazu pomoci Laplaceova operétoru:
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P. Petyovsky, MPOV — Reprezentace a vlastnosti obra  zovych dat

DalSi moznosti je vyuZit misto Laplacianu napfiklad (LoG — Laplacian of Gaussian), jenzZ pfesnéji detekuje hrany.
Jeho konvoluéni maska pro velikost 5x5 ma tvar:

0 0 -1 0 O

O -1 -2 -1 O
h=|-1 -2 16 -2 -1
O -1 -2 -1 O
O 0 -1 0 O

Priklad aplikace Laplacianu a operatoru LoG na obrazovou funkci
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