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Uvod do integralnich transformaci — definice

Transformace — obecné preména vstupniho signalu podle predem urcenych pravidel na jiny signal

Integralni transformace — reprezentuji linearni operatory, bezztratové (inverzni transformace primé
vede k plvodnimu signélu, vyjma zaokrouhlovani u Cislicového signalu/rastr obrazu)

Umoznuji ve frekvencni oblasti snadno odstranit linearni zkresleni, ktera jsou v prostorové oblasti
odstranitelna jen obtizné nebo viibec (je ale tfeba znat parametry linearniho filtru).

Nevyhodou reSeni pomoci integralnich transformaci je nutnost prevodu signalu do frekvencni oblasti
a zpét.

Vyhodou je zjednodus$eni restaurace signalu a moznost slu¢ovani vice filtr@i do jednoho (konvoluce).

Rezie na primou a inverzni (zpétnou) transformaci: v pripadé malo a jednoduchych filtri se pracuje
v prostorové doméné, v pripadé vice filtr slozitéjSiho tvaru se vyplati prevod do jiné oblasti.
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Uvod do integralnich transformaci — definice

Typy integralnich transformaci:
— Fourierova transformace: frekvencni spektrum signalu
— Laplaceova transformace: obecnéjSi mechanismus
— ViInkova transformace (wavelet): prostoro-frekvencni oblast
— a dalsi...

Integralni transformace je obecné takova transformace, ktera pro vypocet vystupniho signalu
pouziva integral nad vstupnim signalem a jadrem transformace (kernelem)

Prima: F(uw) =c- [ fO)Y(x, w)dx
Zpétna: f(x) =C- [ Fwy ™ (x,u)du
Vsimnéte si, ze kernel w je funkce dvou proménnych

Transformace prevadi ,slozity” signal do prostoru jednodussich funkci tvoricich ortonormalni bazi.
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Jednorozmérna Fourierova transformace

» Co je Fourierova transformace? (Joseph Fourier, 1768-1830)
P FT je Fourierova kosinova rada pro sudé funkce a sinova rada pro liché.
» Co je Fourierova transformace jinak?

P Prejeme si zjistit, jaké frekvence jsou obsazeny v signalu:

B Tato rovinna vina obsahuje pouze jednu frekvenci —
— v Case se neméni frekvence ani amplituda

Light electric field

Time

P Tato svételna vina obsahuje mnoho rliznych frekvenci —
— v Case se méni frekvence (od ¢ervené po fialovou)

Light electric field

I amplituda

Time




Jednorozmérna Fourierova transformace

d Predpokladejme soucet E dvou sinovych signald E; a E, podle obrazku:

- H ~
/ \\ Sine wave #2 /f \\ Sum

A

Tvrzeni 1: E; i E, jsou harmonické signaly (sin/cos) rozdilnych frekvenci (®;<®,) i amplitud.

Tvrzeni 2: kazdy harmonicky signal je periodicky (obracené neplati).
U

Dusledek: vysledny superponovany signal E je periodicky, ale uz neni harmonicky.

FT pak rozklada periodicky signal na sérii pdvodnich harmonickych signalt tj. E na E; a E,.

Pocet elementarnich harmonickych signalti je dan slozitosti vstupniho signalu (n=1
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Jednorozmérna Fourierova transformace

Dekompozice slozitéjSich signalli — obdélnikovy signal:

— idealni obdélnik ma nulové trvani zmény -1 - +1 a zmény +1 — -1
— obsahuje vysoké frekvence, idealni priibéh dokonce f — oo

B Superpozici lichych harmonickych fce sin Ize
aproximovat obdélnik.

» Prvni harmonicka sin(wt): nepfilis dobra aproximace

]

Navic treti harmonicka sin(3wt): lepsi

Navic patad harmonicka sin(5wt): jesté lepsi

U

Cim vy&&i pocet superpozi¢nich signald, tim lepsi
aproximace.

One term:
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Square

. wave

sin( wt) ——&;7

Two terms:

sin(3 wt) )

Three terms: /

sin(5r) ————- |
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Jednorozmérna Fourierova transformace

¥ Myslenka:
— libovolna funkce je rozlozitelnd na soucet lichych a sudych funkci
U
— tuto funkci Ize vyjadrit jako vazeny souCet komplexnich exponencial (e'®t)

U
— FT =] f(t)-e@t kde hodnota signalu f(t) predstavuje vahu (pozdéji)

—+

b Sudd fee: f.(t) = f.(-t) N T o=t (t) + f(—t)

2

D Licha fce: f (t) = - (-t) 1: £(0) = f) = f(-t)

d Funkce f(t) = f (t) + f (t)

reciproc¢né




Jednorozmérna Fourierova transformace

Rozklad funkce na sudé a liché ¢asti — Fourierova rada:

Fourierova kosinova rada:
— protoze cos(mt) je suda fce pro Vm, mizeme pro sudou ¢ast f (t) psat:

T

1 (0 0]
fe(t) ==+ ) FEy-cos(mt)

F., jsou koeficienty Fourierovy kosinové rady, funkce f(t) je definovana na intervalu (-m;+n)

Tim je suda Cast funkce rozloZzena na harmonické slozky, analogicky lze resit lichou cast:
— protoze sin(mt) je licha fce pro Vm, miiZzeme pro lichou ¢ast f (t) psat:

T

1 (0 0]
f,(t) =—- F',, - sin(mt)

F'. Jsou koeficienty Fourierovy sinové rady
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Jednorozmérna Fourierova transformace

» Nasobenim obou stran rovnic ¢lenem cos(mt) resp. sin(mt) a integraci lze explicitné vyjadrit
koeficienty F, resp. F'

+m +1
E, = J f(t) - cos(mt) dt F'., = j f(t) - sin(mt) dt
—TT —TT
» Obecna funkce f(t) pak mize byt vyjadrena jako soucet sudé a liché ¢asti takto:

T

1 < 1 <
f(t) — fe(t) + fo(t) - Fin - cos(mt) + —- F’m - sin(mt)
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Jednorozmérna Fourierova transformace

d Finale — definujme funkci F(m), ktera:
1) zahrnuje jak kosinové tak sinové koeficienty
2) rozlisuje mezi slozkami zavedenim sinové slozky jako imaginarni (Ize i zaménit)

F(m)=E,—i-F',, = jf(t)-cos(mt)dt—i-jf(t)-sin(mt)dt

d Pokud nyni definujeme funkci f(t) na intervalu (-o0;+0) a redlny parametr m symbolicky nahradime
Uhlovou frekvencl o, dostavame vztah pro Fourierovu transformaci:

F(w) = j f(t): (cos(wt) —i-sin(wt))dt = j f(t) - e @tqt



Jednorozmérna Fourierova transformace

Fourierova transformace:

— nejCastéjsi transformace pro linearni zpracovani signalu
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— umoziuje analyzu spektralnich slozek (Fourierovského spektra)

— prevadi signal z ¢asové domény do frekvencni a zpét (vzajemné jednoznacné)

FT
ft) — F(w)

Priméa transformace pro spojity f(t) a diskrétni f(k) signal:

Flw) = j f(t) - e @tqt

F@) = ) f(k)- e

k=—o0

Bazi (jadro) transformace tvori goniometrické funkce sin a cos (Eulerliv vzorec):

Pozn.: Eulerova identita (o=mn):

e =cosw +1i-sinw

e™+1=0

Im‘

e'’=cos g +ising

sin ¢




Jednorozmérna Fourierova transformace

P Pozadavky na existenci FT:
— signal mize mit nespojitosti, musi jich ale mit kone¢ny pocet s koneCnou amplitudou
— signal je integrovatelny (Riemanndyv integral je konecné Cislo)
— baze je ortonormalni

P Pro spojité signaly se prfima transformace oznacuje F T, pro diskrétni DFT:
FT DFT
f@) — F(w) f(k) — F(Q)

P Pro =0 jde o stejnosmérnou slozku signalu:

F(w=0)= f f(t)dt
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Jednorozmérna Fourierova transformace

D Zpétna transformace pro spojité F(w) a diskrétni F(Q) spektrum:

f() = % f F(w) - e*tdw f(k) = % : kZOOF(Q) . @ik

¥ Pro spojité spektrum se zpétna transformace oznacuje IFT, pro diskrétni IDFT.

P Symbolicky zapis:

— spojita Tx:

— diskrétni Tx:

co

— 00

IFT
F(w) —f ()

F(w) =F{f ()}
FS(Q) = Fif (k)}

IDFT
F(Q) — f(k)

f@©) =FHF(w)}
f(k) = F~H{F(Q)}
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Jednorozmérna Fourierova transformace

b Vlastnosti Fourierovského spektra — terminologie:
— spektrum F() je tvorfeno mnozinou komplexnich hodnot: F(w4)=a+i-b

— realna C¢ast: Re{F(w)} = a

— imaginarni ¢ast: Im{F(0)} =b

— absolutni hodnota: IF(o)] = V(a2+b?)

— faze: arg{F(w)} = tgl(b/a)

— energie: E{F(w)} = |F(®)|? (vyraz je ob¢as nazyvan spektrum - nepresné)

B Vlastnosti Fourierovského spektra — symetrie:
— F(w) je symetricky sdruzené tj. F(w)= F*(-o)
— Re{F(®)} a |F(w)| jsou vzdy sudé funkce
— Im{F(w)} a arg{F(w)} jsou vzdy liché funkce

P Intuitivni predstava rozkladu: R BN \\
- N e
— sudé ¢asti f(t) se transformuji na realnou ¢ast F(w) - — S~

— liché ¢asti f(t) se transformuji na imaginarni ¢ast F(o)

e =cosw +1i-sinw



Jednorozmérna Fourierova transformace

b Priklady pro harmonické signaly:
— Jjedna harmonicka 5 kHz
— dvé harmonické 5 a 10 kHz
— trfi harmonické 5, 10 a 20 kHz
— obdélnik (v8echny nasobky 5 kHz)

Description

Apure SkHz
sine wave
measuring 1
volt peak

A pure SkHz
and 10kHz
sine wave,
each
measuring
1 wvolt peak,
adde
together

Apure
SkHz.
10kHz, and
20kHz sine
wave, each
e sL rin

1 volt peak,
addded
together

A pure 5kHz
square
wave
measuring
1 wolt

7

W]A /\
Navay

r

w_ﬂ
1)

Fourier Expansion
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Power Spectrum
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vit) = 1sinfw 1)t

il = 2r(5kHz)

vit) = 1sin(w1)t +
1sin{m2)t

w1l = 2r(skHz
w2 = EIEl'j'lQH Z)

wit) = 1sin{inl)t +
1sin{w2)t +
1sin{m3)t

il = Errg:':-kHz]
nd = ;IEHC'HHZ:I
w3 = 2ri20kHz)

vit] = %sin(uﬂ]t +

:f—nain (m2)t +

4
5H5|nu.ﬂjt...

il =2r{5kHz)
02 = 2m{15kHz
wd = 2r{25kHz). ..

f(Hz)

ST

(
5k 10k f(Hz)

=

"L
f{Hz)

Sk 10k 20k

e L"'jl-l‘-x Al
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Jednorozmérna Fourierova transformace

B Periodicita signalu vs. periodicita spektra:

B Signal mize byt mj. periodicky nebo aperiodicky:
— periodicky: funkcni hodnota signalu se opakuje v pravidelnych intervalech tj. f(t)=f(t+k-T,)
— aperiodicky: neni splnéna podminka periodicity
pozn.: kazdy signal ma omezenou dobu trvani = idealné periodicky signal neexistuje

Type of Transform Example Signal

Fourier Transform
signals that are coniinious and aperiodic

Fourier Series )
signals that ave confinious and periodic

Discrete Time Fourier Transform L
signals that are diserete and aperiodic e e— e e ———
Ll
u [ ] [ ]
" " "
Discrete Founer Transform o O o C -
signals that are discrete and periodic Emgmt a _."'-.__. - _-'"-._.. . .I—I.
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Dvojrozmérna Fourierova transformace

B Rozsireni FT z 1D do 2D:

1) intuitivné

2) matematicky

P Intuitivné: méme obraz po radcich sinusového pribéhu —

(zadné jiné slozky se v obrazu nevyskytuji)

» FT jednoho radku (v tomto pripadé libovolného):

amplitude

amplitude

] W
4 —_—
spatial frequency

2rm

W

T —
spatial freque noy

T

frequency f

]

T

O term

T

frequency f

N
—_—
spatial frequency
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Dvojrozmérna Fourierova transformace

Signalova doména 1D: f(t) - €asovy pribéh signalu
Signalova doména 2D: f(x,y) - prostorové souradnice

Obrazova doména 1D: F(w) - Ghlova frekvence
Obrazova doména 2D: F(u,v) — prostorové frekvence

Prostorova frekvence: vlevo nizsi, vpravo vyssi
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B Definice:

Filtrace ve Fourierovském spektru — definice
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